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Zur Beschreibung von Kurven und Flichen werden im Computer Aided Geometric Design
meist polynomiale oder rationale Parameterdarstellungen verwendet. Bei der Konstruktion
solcher Parameterdarstellungen fiir sogenannte Bewegfiichen, die durch die Bewegung einer
Profilkurve im Raum entstehen, lassen sich zwanglidufige rationale Bewegungsvorginge ver-
wenden.

Bisher wurden vor allem rationale Zwanglidufe der Ordnung m < 4 betrachtet. So ergeben sich
fiir m = 2 die bekannten Darboux—Bewegungen [2]. Von W. Wunderlich [14] wurden sdmtliche
Zwangliufe der Ordnung m = 3 bestimmt, daran anschlieflend untersuchte O. Roschel [11] die
zwangldufigen rationalen Bewegungsvorginge der Ordnung m = 4. Mit Hilfe der gefundenen
Darstellungsformeln entwickelte O. Roschel [12] Konstruktionen fiir rationale Bewegflichen
(mit einem kinematischen Netz aus Parameterlinien), die durch Bewegungsvorgéinge der Ord-
nung m < 4 erzeugt werden. Weiterhin wurden solche Bewegflichen in [10] zur approximativen
Beschreibung von Schraubflichen herangezogen.

Die vorliegende Arbeit schliefit an die Ergebnisse von W. Wunderlich und O. Réschel an und
zeigt sie in neuem Licht. Mit Hilfe der Beschreibung von Bewegungen durch duale Quaternio-
nen ist es moglich, eine allgemeine Darstellung fiir zwangliufige rationale Bewegungsvorginge
fester Ordnung zu finden.

Zunichst wird im ersten Abschnitt kurz der Zusammenhang zwischen Bewegflichen und ra-
tionalen Zwangliufen dargestellt. Danach fafit der zweite Abschnitt zusammen, wie sich ra-
tionale Zwangliufe mit dualen Quaternionen beschreiben lassen, und fiihrt den Begriff des
»Q—-Zwanglaufs“ ein. Die beiden folgenden Abschnitte sind der Untersuchung des Zusammen-
hangs zwischen zwangliufigen rationalen Bewegungsvorgingen und Q-Zwangliufen gewid-
met, dabei ergibt sich eine Klasseneinteilung und eine allgemeine Darstellung fiir rationale
Zwanglaufe fester Ordnung, die im anschlieenden fiinften Abschnitt zur Konstruktion ratio-
naler Bewegflichen verwendet wird.

Der sechste Abschnitt diskutiert sphérische rationale Zwangliufe und stellt einen sehr allge-
meinen Zugang zur kinematischen Erzeugung sphéirischer rationaler Kurven vor. Abschliefend
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werden die erhaltenen Darstellungsformeln auf ebene rationale Zwangliufe und auf rationale
Zylinderschrotungen tibertragen.

1. Rationale Bewegflichen und ihre Erzeugung durch
zwangliufige rationale Bewegungsvorginge

Den folgenden Uberlegungen liegt der dreidimensionale reelle euklidische Raum zugrunde, der
durch Hinzunahme der Fernpunkte projektiv abgeschlossen wird. Die Punkte dieses Raumes
)T

werden durch homogene Koordinaten x = ( zg 1 22 3 )' mit

liz:y:z=z0:21:T2:x3 (1)

beschrieben. Durch die Parameterdarstellung x(¢,v) (mit (¢,v) € [0,1] x [0,1]), deren vier
Komponenten z;(¢,v) jeweils bivariate Polynome vom Héchstgrad m bzw. n in ¢ bzw. v sind
(i=0,...,3), sei ein Stiick einer rationalen Fliche vom Polynomgrad (m,n) gegeben. Solche
Flichen besitzen vielfiltige Anwendungen im Computer Aided Geometric Design [6].

Falls die v—Parameterlinien x(t9,v) (v € [0, 1], ¢o fest) der gegebenen rationalen Fliche simt-
lich kongruent sind, wobei Punkte gleichen v—Parameterwertes einander entsprechen sollen,
dann handelt es sich bei dieser Fliche um eine rationale Bewegfidche mit einem kinematischen
Netz aus Parameterlinien. Von O. Roschel [12] wurde festgestellt, da§ sich jede rationale Be-
wegfliche vom Polynomgrad (m,n), deren Parameterlinien ein kinematisches Netz bilden,
durch einen Zwanglauf erzeugen 148t, bei dem sich die Punkte des Gangsystems auf rationa-
len Kurven der Ordnung 2m (mit dem Parameter ¢) bewegen. (Dabei ist n der Polynomgrad
der Profilkurve.) Im Fall einer nichtebenen Profilkurve besitzen die Bahnkurven der Punkte
des Gangsystems sogar hochstens die Ordnung m.

Solche zwanglidufigen Bewegungsvorginge werden im weiteren als rationale Bewegungsvorgdnge
der Ordnung m bezeichnet. Sie besitzen eine Matrixdarstellung

w(t) |0 0 0
_ | wu®
B(t) = w(t) | D) (t e R) (2)
’Ug(t)

1
(wobei die 3 x 3-Matrix WD(t) orthonormal ist), in der sdmtliche Komponenten Polynome
Vg

in t vom Hochstgrad m sind. Die Bahnkurve eines im Gangsystem festen Punktes p lautet
dann B(¢) - p.
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2. Beschreibung rationaler Zwanglidufe mittels
dualer Quaternionen

Duale Quaternionen sind ein wichtiges Hilfsmittel in der rdumlichen Kinematik, siehe bei-
spielsweise Blaschke’60 [1]. Eine Quaternion Q° = ¢° + (1'0 besteht aus dem Skalarteil
¢° = Skal Q° € IR und dem Vektorteil §° = Vek Q° € IR®. Mit der komponentenweisen Ad-
dition und der Multiplikation

QUR® = (¢"+§")*(r’+17)
0 + qOFO+r0(—1oO+(—1'0 NS

— qO’l“O—(_iOOf" 0 (3)
(wobei o und x das iibliche Skalar- und Kreuzprodukt von Vektoren des IR?® bezeichnen)
bilden die Quaternionen den Schiefkérper H. Mit Q° = ¢ — ° wird die zu Q° konjugierte
Quaternion bezeichnet.

Durch Adjunktion der dualen Einheit ¢ mit €2 = 0 entsteht aus dem Schiefkérper IH der nicht-
kommutative Ring IH® = TH[¢] der dualen Quaternionen. Eine duale Quaternion Q = Q° +eQ® € H*®
besitzt den Realteil Q° = Re Q = ¢°+3° € H und den Dualteil Q¢ =Du Q =¢°+§° € H.
Duale Quaternionen, die der Plickerbedingung

Du (Q+@) =0 baw. ¢%°+q’0q =0 @

geniigen, lassen sich zur Beschreibung von Bewegungen nutzen:
Der Verschiebung, die den Ursprung des Koordinatensystems in den Punkt mit den homoge-
nen Koordinaten v = (g vg w9 w3 ) iiberfiihrt, wird die duale Quaternion

V1
T(V) =2vg+e| v = 2up + eV (’U() #+ 0), (5)
U3

zugeordnet. Der Drehung um die durch den Ursprung verlaufende Achse mit dem normierten
Richtungsvektor ¥ durch den Winkel ¢ entspricht die Quaternion

R(F,(p):/\cosg—{—/\sin%f’:do—l—& (¥ # 0). (6)

(Der reelle Faktor A # 0 kann beliebig gewéhlt werden.) Im Unterschied zu [1] werden hier

duale Quaternionen nur bis auf einen reellen Faktor betrachtet. Die Klassen proportionaler

dualer Quaternionen, die der Pliickerbedingung geniigen, lassen sich damit als Punkte der

Hyperquadrik (4) des reellen siebendimensionalen projektiven Raumes P’ auffassen.

Jede Bewegung des euklidischen Raumes kann aus einer Verschiebung 7T'(v) und einer daran

anschlieBenden Drehung R(Y, ¢) zusammengesetzt werden. Thr wird die duale Quaternion
Q=TN)*R(F¢)= (2v0+¢e¥) * (do+d) (7)

- 2

——
Translationsanteil Rotationsanteil

zugeordnet. (Die Multiplikation der Quaternionen entspricht der Hintereinanderausfithrung
der entsprechenden Bewegungen.)
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Andererseits 1dt sich jede duale Quaternion mit nichtverschwindendem Realteil, die der
Pliickerbedingung (4) geniigt, in einen Translations- und einen Rotationsanteil aufspalten:
Der Translationsanteil von Q = Q%+ Q¢ ist Q * QO, der Rotationsanteil betriigt @Q°. Durch
Vergleich der Komponenten des Translations- und des Rotationsanteils mit (5) und (6) lassen
sich unmittelbar die Gréfen v, ¥ und ¢ ablesen.

Einer rationalen Kurve auf der Hyperquadrik (4) des P7 entspricht ein zwangliufiger Be-
wegungsvorgang. (Punkte mit verschwindendem Realteil seien dabei stillschweigend ausge-
schlossen.) Zur Abkiirzung wird fiir diese Zwangliufe eine Bezeichnung eingefiihrt:

Definition. Der zwangliufige Bewegungsvorgang, der einer rationalen Kurve der Ordnung k
auf der Hyperquadrik (4) des P7 entspricht, wird im weiteren als rationaler Q-Zwanglauf vom
Polynomgrad k bezeichnet'. Er lgft sich durch eine duale Quaternion

Q) =Q° (M) +eQ () = [¢°() +d°(®)] + ¢ [¢°() + & (1)] (8)
beschreiben, deren Komponenten q°(t), q¢(t), Q'O(t), 4 (t) Polynome bzw. Vektorpolynome
vom Hdéchstgrad k in t sind.

Im Mittelpunkt der weiteren Untersuchungen steht der Zusammenhang zwischen zwanglaufi-
gen rationalen Bewegungsvorgingen und Q-Zwangldufen. Gegeben sei zunichst ein
Q—Zwanglauf

Q(t) = (2v0(t) + £¥(t)) * (do(t) +d(1)) - (9)
Translat‘i:)nsanteil Rota,ti(:rrlsanteil

Seine Komponenten vy(t), do(t) bzw. ¥(t), d(t) sind Polynome bzw. Vektorpolynome in ¢.
Die Matrixdarstellung (2) dieses Bewegungsvorgangs lautet

vo () [do(t)2+&(t)oa(t)]‘ 0 0 0

B(t) = ; (10)

-

ldo(t)2 +d(t) o d(t)] ¥(t) | wo®) - UE)
die bis auf einen skalaren Faktor orthonormale 3 x 3-Matrix U(¢) ist dabei durch

U(t) R = [do(t)? — d(t) o d(t)] %+ 2do(t) [d(t) x %] +2 [d(t) o %] d(2) (11)

erklirt. (Die Matrixdarstellung des Q-Zwanglaufes (9) kann beispielsweise ermittelt wer-
den, indem die Bahnkurve eines Gangsystem festen Punktes x = (zop %' )' (mit % =
(z1 2o 23 ) ") bestimmt wird. Diese Kurve erhilt man als Bahnkurve des Ursprungs bei dem

'Eine weitere Verallgemeinerung wurde von Q.J. Ge und B. Ravani [5] vorgeschlagen: Die Bewegungen wer-
den durch duale Quaternionen beschrieben, allerdings werden diese nur bis auf einen dualen Faktor betrachtet.
Damit entspricht jeder Kurve im P7 ein zwangliufiger Bewegungsvorgang. Der Einfluf der dualen Faktoren
ist jedoch nur schwer abzuschétzen. Ein Grund dafiir ist, dafl die lineare Interpolation zweier Bewegungen
bei Verwendung dieser Methode keineswegs eindeutig ist und die Schraubung, die die beiden Bewegungen
ineinander iiberfiihrt, nicht dargestellt werden kann.
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zusammengesetzten Bewegungsvorgang

(200(t) +e V(1)) * (do() +d(t) *  (2zo+ex)  x  (do(t) —d(1))
< -~ L N ~ ~ —_——
Translation Rotation Translation im Gangsystem umgekehrte Rotation

:4’00 (dg+&0&) ) (12)

-

+2¢ {mo (A} +dod) V+u [(dF —dod)R+2dy (dx%)+2(do%)d]}.

Durch Vergleich mit (5) 148t sich unmittelbar die Matrixdarstellung (10) ablesen.) Damit gilt:

Satz 1. Jeder Q—-Zwanglauf ist ein zwangldufiger rationaler Bewegungsvorgang.

Durch weitere Uberlegungen ergibt sich, da8 die Bahnkurven der Punkte des Gangsystems bei
einem Q-Zwanglauf Q(t) = Q°(t) + eQ¢(¢) vom Polynomgrad k rationale Kurven héchstens
2k-ter Ordnung sind.

LaBt sich andererseits auch jeder rationale zwangliufige Bewegungsvorgang als Q—Zwanglauf
darstellen? Zur Vorbereitung dient das folgende

Lemma 2. Gegeben seien vier Punkte a;, a5, by, by (durch ihre kartesischen Koordina-
ten a;,a5,by,by € IR?), so daff die beiden Dreiecke /A (ay,0,a5) und A (by,0,by) (wobei 0
den Ursprung des Koordinatensystems bezeichnet) kongruent sind. Dann bildet die durch die
Quaternion

R(aj,a5,by,by) = (2, +by) % [det(a”, by, by) + ((by —a’)ob;) by|  (13)

ook (ag +by) o ay )
mit o2 = 2<(§2+D2)°(§2+h2) (82 bo) —ay

beschriebene Drehung den Punkt a; auf b, und den Punkt a, auf by ab.

Beweis. Die Drehung (13) wird aus einer Umwendung und einer anschlieenden Drehung
zusammengesetzt. Die Umwendung
U= a, + hz (14)
besitzt die Winkelhalbierende des Winkels 4 (ay, 0,b,) als Achse und bildet den Punkt a,
auf by sowie den Punkt a; auf
at = 2 ( ay + by 0§1) a, + by
|lag + by|| ||ag + byl

( (ay +by) oay
(az +by) o (ay + by)

—a

> (as +by) — &

ab (vgl. Abbildung 1). Nach Voraussetzung sind dann auch die Dreiecke A (a*,0,b;) und
A (by,0,b,) kongruent. Durch eine Drehung mit der Achse 0V b, kann also a* auf b;
abgebildet werden. Der Drehwinkel ¢ dieser Drehung ergibt sich als Winkel zwischen den
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Abbildung 1: Die Konstruktion der Drehung.

Normalen der von beiden Dreiecken aufgespannten Ebenen und es gilt

|[(@" x by) x (by X by)||  det(a*,by,b;) - |[by]|

sinp| = » = )
ISl = @ by)|[ - [[(by x o)l (B x by) o (by  by)
da [[(a® x by)|| = [[(b; x by)]|
und (a* x by) x (b x by) = by o (a* x by) by — ((a* x by) o by)b,,
—
. =0
sowie
| cos g |(a" x by) o (b; x by)|

(b; x by) o (by X by)

Die gesuchte Drehung lautet also

p 1 1—cosp 1
D = 14+tan— by=1+—7-—""- b
2 [|by|| = sing  |[by| 7
(b; X by)o(b; xby) —(a* xby)o(b; xby) 1
det(a*, by, by) [|by|| |[byl|
(b; —a*)oby b,,

det(g*ah%hl)

da (by x by) o (b; xby) — (a* x by) o (b; x by)
= (byoby)(byoby) — (b o b2)2 — (" oby)(by o by) + (by o by) (a* o by)
———

= ((by —a*)oby) (byob,).
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Durch Multiplikation der Gesamtbewegung U * D mit dem reellen Faktor det(a*, by, b;) folgt
schlieBlich die Beziehung (13). [ |

Nun erhilt man unmittelbar den

Satz 3. Jeder zwangldufige rationale Bewegungsvorgang besitzt eine Darstellung als rationaler
Q-Zwanglauf.

Beweis. Der gesuchte Q-Zwanglauf wird als Zusammensetzung von Translations- und Rota-
tionsanteil (vgl. (9)) konstruiert. Der Translationsanteil ist sofort ein Q-Zwanglauf, da seine
Komponenten vy (t) und ¥(¢) = (v1(t) vo(t) v3(t) )T in Matrix (2) als Polynome bzw. Vektor-
polynome in ¢ vorausgesetzt werden kénnen. Den Rotationsanteil erhédlt man mit Hilfe von
Lemma 2, indem fiir b; = b;(¢) bzw. by = by(t) beispielsweise die normierten Richtungs-
vektoren der z- bzw. der y-Achse des Gangsystems und fiir a; bzw. a, die entsprechenden
Vektoren im Rastsystem gewihlt werden. Nach einigen Rechnungen kann auch hier eine Dar-
stellung als rationaler Q—Zwanglauf gefunden werden, da auf der rechten Seite der Gleichung
(13) nur rationale Funktionen der Vektoren a,,a,,b;, b, auftreten. [ |

Der Beweis des Satzes ist zwar konstruktiv, iiber den Polynomgrad des Q-Zwanglaufes, mit
dem der gegebene zwangliufige rationale Bewegungsvorgang beschrieben werden kann, 143t
sich jedoch noch keine brauchbare Aussage gewinnen. Dieser Polynomgrad wird im folgenden
Abschnitt nidher untersucht, um eine allgemeine Darstellungsformel fiir rationale Zwangliufe
fester Ordnung zu gewinnen:

3. Der Zusammenhang zwischen zwangliufigen rationalen Be-
wegungsvorgingen und Q-Zwanglidufen

Im folgenden sei ein zwangldufiger rationaler Bewegungsvorgang der Ordnung m durch seine
Darstellung als Q—Zwanglauf

QW) = [ +evr) ) +d(#)]
w1 (t) dy (1)
= [200(t) +e| vat) (t) (15)
\ w(t) ) o) )
Translationsanteil Rotatlonsantell

(vgl. Satz 3) gegeben. Nach Voraussetzung sind dann simtliche Elemente der Matrixdarstel-
lung (10) dieses Q—Zwanglaufes Polynome in ¢, deren Polynomgrad nach Ausklammern von
eventuell auftretenden gemeinsamen Faktoren nicht gréfer als m sein darf.

0.B.d.A. kénnen sowohl die Komponenten d; = d;(t) des Rotationsanteils (i = 0,1,2,3) als
auch die des Translationsanteils von (15) als jeweils teilerfremd vorausgesetzt werden, d.h. es
gelte

ggT(dO (t)a dy (t)a da (t)a ds (t)) = g'g'T'(UO (t)a U1 (t)a V2 (t)a U3 (t)) =1. (16)
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Da die Bahnkurve des Ursprungs des Rastsystems hochstens den Polynomgrad m besitzt,
sind die vier Komponenten v; = v;(t) des Translationsanteils Polynome in ¢ vom Héchstgrad
m (i = 0,1,2,3). Es bleibt noch zu kliren, welche Einschrankungen sich an den Polynomgrad
des Rotationsanteils von (15) ergeben.

Jeder skalare Faktor ¢ = &(t), der sich aus der Matrix (10) ausklammern la8it, teilt das
Polynom d¢ + dod (vgl. die erste Spalte der Matrix !). Weiterhin gilt das folgende

Lemma 4. Falls die Matriz U(t) (siehe (11)) und das Polynom d + d o d gemeinsame
Linearfaktoren besitzen, so teilen diese bereits die vier einzelnen Komponenten d; = d;(t) des
Rotationsanteils des gegebenen rationalen Bewegungsvorgangs (15).

Beweis. Sei (t — ty) (tp € C) ein gemeinsamer Linearfaktor des Rotationsanteils U(#)
(vgl. (11)) und des Polynoms d@ + d o d. Dann gilt fiir alle % € R® an der Stelle ¢ = t,
die Gleichung

-

U= = [(do(t))” —d(t) o d(t) | ®+2do(t) (d(t)x%)+2(d(t)ox)d(t)| =0. (17)

t=to

t=to

Fiir®; = (100)7,% =(010)" bzw. X3 = (00 1) ergeben sich aus der ersten, zweiten

bzw. dritten Komponente von (17) die drei Bezichungen

dg +df —dy — d3 =0 , di—df+di—di|__ =0
t=to o (18)
und  df —d? —dZ +d?} =0
t=to
Durch Addition von jeweils zwei dieser drei Gleichungen folgt
dg = df = dj = dj (19)
t=to t=to t=to t=to

Da nach Voraussetzung auch das Polynom dZ + d o d von (¢ — ) geteilt wird, muB dieser
Linearfaktor bereits in den vier einzelnen Komponenten d; des Rotationsanteils von (15)
enthalten sein. [ |

Aus diesem Lemma und der Voraussetzung (16) erhilt man unmittelbar die

Folgerung 5. Falls sich aus der Matrizdarstellung (10) des gegebenen zwangliufigen Bewe-
gungsvorgangs (15) ein gemeinsamer Faktor & = £(t) aller Komponenten ausklammern lafst,
so ist dieser Faktor sowohl in vo(t) als auch in dZ(t) + d(t) od(t) enthalten.

Beweis. Der skalare Faktor £(t) wird natiirlich auch aus vo(t) U(t) ausgeklammert. Wegen
(16) ist £(¢) ein Teiler des Polynoms d + d o d. Nach Lemma 4 kann der Faktor &(t) nicht
gleichzeitig auch noch als gemeinsamer Faktor der Komponenten von U(¢) auftreten, deshalb
muf} er bereits in vy enthalten sein. |

Falls der Polynomgrad des Rotationsteils des gegebenen zwangldufigen Bewegungsvorgangs
(15) ,echt* den Polynomgrad k besitzt, so betrdgt der Polynomgrad der Matrix (10) also
stets mindestens 2k. (Das Polynom dZ + d o d hat fiir reelle Polynome dy und d dann stets
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mindestens den Polynomgrad 2k. Auflerdem ist der Faktor £(¢), der (unter anderem) aus
vo(d2 + d o d) ausgeklammert wird, bereits in vy enthalten.) Damit kann der Rotationsanteil
héchstens den Polynomgrad | % | besitzen?, und es gilt der folgende

Satz 6. Jeder zwangldufige rationale Bewegungsvorgang der Ordnung m laft sich in der Form
(15) darstellen, wobei der Translationsanteil hichstens den Polynomgrad m und der Rotati-
onsanteil hochstens den Polynomgrad || besitzt. Somit besitzt jeder zwangldufige rationa-
le Bewegungsvorgang der Ordnung m eine Darstellung als Q—Zwanglauf vom Polynomgrad
m+ 2],

4. Eine allgemeine Darstellung fiir rationale Zwangliufe
fester Ordnung

Sei weiterhin ein zwanglaufiger rationaler Bewegungsvorgang der Ordnung m durch den
Q-Zwanglauf (15) gegeben, wobei die Komponenten des Translations- und des Rotations-
anteils wieder als jeweils teilerfremd (vgl. (16)) vorausgesetzt werden. Dabei soll der Poly-
nomgrad des Rotationsanteils den Wert k besitzen (k < |3 ]).

Es wird angenommen, daf sich aus der Matrixdarstellung (10) des Bewegungsvorgangs ein
gemeinsamer Faktor £(¢) aller Komponenten ausklammern 148t, der Polynomgrad dieses Fak-
tors sei gleich . Dann betrigt der Grad der Polynome v;(¢) hochstens m + | — 2k.

Nach Folgerung 5 teilt der gemeinsame Faktor £(¢) aller Komponenten der Matrix (10) sowohl
das Polynom dZ + d o d als auch das Polynom v(t). Es gilt also

vo(t) = EWvs(t) und d +dod = EW)p(t) (20)

wobei v (t) bzw. ¢(t) ein Polynom vom Hoéchstgrad m — 2k bzw. 2k — [ in ¢ ist.
Die Matrixdarstellung (10) des rationalen Bewegungsvorgangs vereinfacht sich damit zu

- p(t) v1(2)
P e o(t) v;(t) v(t) - U() )
o(t) vs ()

(Die 3 x 3-Matrix U = U(¢) wurde in (11) eingefiihrt.)

Die Darstellungen (21) fiir [ = 0,...,2k sind sdmtlich als Spezialfille in der fiir [ = 2k
(d.h. fiir ¢ = d? + d od und ¢(t) = 1) entstehenden Formel enthalten: Die Matrixdarstellung
(21) fiir ein festes [ ergibt sich, falls das (nun nicht mehr als zu vy teilerfremd vorausgesetzte)
Vektorpolynom ¥(t) den skalaren Faktor ¢(t) vom Polynomgrad 2k—I mit dZ+dod gemeinsam
hat. Zusammenfassend gilt der folgende

*Mit | z] wird hier die groBte ganze Zahl kleiner oder gleich z bezeichnet
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Satz 7. Die rationalen Bewegungsvorgdnge der Ordnung m lassen sich nach dem Polynom-
grad k des Rotationsanteils ihrer Darstellung (15) in |G| 4+ 1 Klassen einteilen. Fiir Bewe-
gungsvorgdinge, bei denen dieser Polynomgrad gleich k ist, gilt die Matrizdarstellung

v;;(t)-[do(t)2+&(t)o&(t)” 0O 0 0

(m) 1y _ v1 (%)
B vlu) vi(t) - U(#) )
v3(t)

(k=0,...,["%]). Dabei besitzt das Polynom dy(t) wie auch das Vektorpolynom d(t) den Grad
k, das Polynom vj(t) hat den Hiochstgrad m—2k und die drei Polynome v1(t),v2(t),vs(t) sind
hdchstens vom Polynomgrad m in t.

Dieser Satz schliefit an die Ergebnisse von W. Wunderlich [14] und O. Réschel [11] [12] an:
Fiir m = 2 ergeben sich quadratische Schiebungen (k = 0) oder Darboux—Zwanglaufe (k = 1).
Die Darboux—Zwanglédufe sind die allgemeinsten echt raumlichen Zwangldufe mit durchweg
ebenen Bahnen. Sie entstehen durch Uberlagerung einer ebenen Ellipsenbewegung, bei der
ein Drehzylinder in einem zweiten, doppelt so grofien Drehzylinder abrollt, mit einer harmo-
nischen Schwingung in Achsenrichtung. Thre Matrixdarstellung B£2) stimmt im wesentlichen
(d.h. bis auf Wahl der Koordinatensysteme und gebrochen-lineare Parametertransformatio-
nen) mit der in [12, Teil 1, GL (19)] angegebenen iiberein.

Im Fall m = 3 kann k die Werte £ = 0 (im Falle kubischer Schiebungen) oder k£ = 1 anneh-
men. Von W. Wunderlich [14, Satz 8] wurde festgestellt, daf§ sich die kubischen Zwangldufe im
Fall k£ = 1 als Uberlagerung einer Darboux-Bewegung mit einer geradlinigen Schiebung auf-
fassen lassen. Im allgemeinen Fall verlaufen dabei sémtliche Bahnkurven durch einen festen
Fernpunkt. Die Matrixdarstellung B§3) ist im wesentlichen dquivalent zu der in [14, G1.(10.2)]
gefundenen.

Im Fall m = 4 sind die Werte ¥ = 0 (im Falle quartischer Schiebungen), & = 1 oder
k = 2 moglich. Fiir £ = 1 ergeben sich die von O. Réschel [11] als Fall (b) untersuchten
Zwangliufe. Nach [11, Satz 2] sind diese Bewegungsvorginge die Uberlagerung einer stetigen
Drehung mit einer Schiebung ldngs einer rationalen Raumkurve vierter Ordnung. Im allgemei-
nen Fall verlaufen dabei sdmtliche Bahnkurven durch zwei feste, reelle oder aber konjugiert-
komplexe Fernpunkte. Weiterhin liefert £ = 2 die von O. Réschel [11] als Fall (a) betrachteten
Zwangliufe. Der sphirische Anteil dieser Bewegungen ist die sogenannte sphdrische Zwillings-
kurbelbewegung, bei der zwei kongruente quadratische Kegel aufeinander abrollen (vgl. [13]).
Nach [11, Satz 1] entsteht die Gesamtbewegung durch Uberlagerung einer sphirischen Zwil-
lingskurbelbewegung mit einer Schiebung lings einer rationalen Kurve vierter Ordnung. Auch
hier entsprechen die Matrixdarstellungen B§4) bzw. B§4) im wesentlichen den Gleichungen [11,
(1.8)] und [11, (1.6)].

Im allgemeinen Fall entsteht die Gesamtbewegung als Zusammensetzung eines sphirischen ra-
tionalen Zwanglaufes 2k-ter Ordnung mit einer Schiebung ldngs einer rationalen Raumkurve
der Ordnung m. Dabei verlaufen die Bahnkurven durch m — 2k feste (evtl. komplexe) Fern-
punkte, die auch mehrfach auftreten kénnen. Diese Fernpunkte entsprechen den Nullstellen
des Polynoms g (t).
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5. Rationale Bewegflichen und ihre kinematische Erzeugung

Mit Hilfe von rationalen Bewegungsvorgéingen (22) der Ordnung m lassen sich sdmtliche
rationalen Bewegflichen vom Polynomgrad (m,n) konstruieren, deren Profilkurve (vom Po-
lynomgrad n) nicht ganz in einer Ebene enthalten ist (vgl. [12]). Dieses Ergebnis 148t sich auf
Bewegflachen mit ebener Profilkurve iibertragen: O.B.d.A. sei die Profilkurve in der zy—Ebene
des Gangsystems enthalten. Falls die Profilkurve nicht zu einer Geraden entartet ist, dann
besitzen die Bahnkurven der Punkte der £y Ebene hichstens die Ordnung m. Ahnlich wie bei
Lemma 4 kann gezeigt werden, dafl sdmtliche Linearfaktoren, die sich aus den ersten beiden
Spalten der Matrix U(t) (vgl. (11)) und aus dem Polynom d? + d o d ausklammern lassen,
bereits die vier Komponenten d; = d;(t) des Rotationsanteils des gegebenen Q-Zwanglaufes
(15) teilen miissen. Die weiteren Uberlegungen kénnen somit direkt auf Bewegflichen mit
ebener Profilkurve iibertragen werden und man erhilt die

Folgerung 8. Jede rationale Bewegfliche x(t,v), deren Parameterlinien ein kinematisches
Netz bilden und deren Profilkurve p(v) nicht zu einer Geraden entartet ist, lafit sich in der

Form
x(t,v) = B{"(t) -p(v)  (0<k<|Z]) (23)

(vgl. (22)) darstellen.

Die Konstruktion rationaler Kurven und Flichen mit Hilfe von zwangliufigen Bewegungs-
vorgingen wird in [8] untersucht. Dort wird auch ein detaillierter Beweis der Folgerung 8
gegeben.

6. Sphirische und ebene rationale Zwangliufe

Als Spezialfall ergibt sich aus Satz 6 fir vo = 0.5 und v; = v2 = vz = 0 eine allgemeine
Darstellung fiir sphéirische rationale Zwanglidufe fester Ordnung: Jeder sphéirische rationale
Zwanglauf der Ordnung 2k kann durch einen Q-Zwanglauf Q(t) = do(t) +d(t) vom Polynom-
grad k, dessen Dualteil verschwindet, beschrieben werden.

Die Achsenflichen eines rationalen sphérischen Zwanglaufes der Ordnung 2k sind zwei ratio-
nale Kegelflichen, die wihrend des Zwanglaufes aufeinander abrollen. Diese Achsenflichen
koénnen aus der Quaternionendarstellung bestimmt werden [1, S. 16] und es ergibt sich unmit-
telbar, daf sie als rationale Flichen vom Polynomgrad (1,2k — 2) dargestellt werden konnen.
Fir £ = 2 ist diese Tatsache bereits bekannt (vgl.[2, 332f.]): Die rationalen sphirischen
Zwangliufe der Ordnung 4 werden als sphdrische Zwillingskurbelbewegungen bezeichnet [13].
Sie entstehen durch zwei aufeinander abrollende kongruente quadratische Kegel.

Die Darstellung (22) fiir rationale Bewegungen fester Ordnung steht in engem Zusammen-
hang zu den Methoden, die von R. Dietz u.a. [3] [4] zur Konstruktion rationaler Kurven und
Flichen auf Quadriken entwickelt wurden: Als Bahnkurve des Punktes (1001 )" bei einem
sphirischen rationalen Zwanglauf Q(t) = do(t) + d(t) entsteht gerade die Darstellungsformel,
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die 1868 von V. A. Lebesgue fiir ,pythagoriische Quadrupel® (d.h. Lésungen der Gleichung
¢ =z + 2 + z3) im Ring der ganzen Zahlen gefunden wurde [9].

In [3] wurde gezeigt, daB8 (ggf. nach Multiplikation der homogenen Koordinaten mit (—1))
jede irreduzible rationale Kurve und Fliche auf der Einheitskugel in dieser Form dargestellt
werden kann. Wihrend die Darstellungsformel in [3] und [7] als Verallgemeinerung der stereo-

graphischen Projektion aufgefafit wurde, erhilt man nun eine kinematische Deutung;:

Folgerung 9. Jede rationale Kurve vom Polynomgrad 2k auf der Einheitskugel (k > 1) laft
sich als Bahnkurve eines Punktes bei einem sphdrischen rationalen Zwanglauf der Ordnung
2k erzeugen. Die Achsenflachen dieses Bewegungsvorgangs sind zwei rationale Kegelflichen,
die hichstens den Polynomgrad (1,2k — 2) besitzen.

Beispielsweise folgt fiir & = 2, daf§ sich jede quartische sphérische rationale Kurve als Bahn-
kurve eines Punktes bei einer sphérischen Zwillingskurbelbewegung erzeugen 148t.

Als weitere Spezialfille ergeben sich aus den Sétzen 6 und 7 auch Darstellungen fiir ebene
rationale Zwangliufe (v3(t) = di(t) = do(t) = 0) sowie fiir rationale Zylinderschrotungen
(d1 (t) = dg (t) = O)

Literatur

[1] Blaschke, W.: Kinematik und Quaternionen. Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1960.

[2] Bottema, O., und B. Roth: Theoretical Kinematics. North-Holland Publishing Company,
Amsterdam, New York, Oxford 1979.

[3] Dietz, R., J. Hoschek und B. Jiittler: An algebraic approach to curves and surfaces on
the sphere and on other quadrics. Computer—Aided Geom. Design 10 (1993), im Druck.

[4] Dietz, R., J. Hoschek und B. Jittler: Rational Patches on Quadric Surfaces. erscheint in
Computer-Aided Design.

[5] Ge, Q. J., und B. Ravani: Computer Aided Geometric Design of Motion Interpolants.
Proc. ASME Design Automation Conf., DE-Vol. 32-2 (1991), 33-41.

[6] Hoschek, J., und D. Lasser: Grundlagen der geometrischen Datenverarbeitung. Teubner,
Stuttgart (2. Aufl.) 1992.

[7] Jittler, B.: Zur Konstruktion rationaler Kurven und Flichen auf Quadriken. Journal of
Geometry 47 (1993), 53-64.

[8] Jiittler, B.: Zur Konstruktion rationaler Kurven und Flichen mit Hilfe einparametriger
Bewegungsvorginge. Dissertation, TH Darmstadt, geplant fiir 1994.

12



B. Jiittler / Uber zwangliufige rationale Bewegungsvorgénge

[9] Lebesgue, V. A.: Sur une identité qui conduit & toutes les solutions de l’equation
t? = 22 + y? + 22. Comptes rendus de I’Académie des sciences de Paris 66 (1868),
396-398.

[10] Mick, S., und O. Réschel: Interpolation of helical patches by kinematic rational Bézier
patches. Comput. & Graphics 14 (1990), 275-280.

[11] Réschel, O.: Rationale raumliche Zwangliufe vierter Ordnung. Sb. d. Osterr. Akad. d.
Wiss. 194 (1985), 185-202.

[12] Roschel, O.: Kinematic rational Bézier patches I, II. Rad Jugoslav. Akad. Znan. Umjet.
(1993), im Druck.

[13] Tolke, J.: Zu den Erzeugungsweisen der Paraboloide durch Kegelschnitte. Arch. Math.
38 (1982), 65-74.

[14] Wunderlich, W.: Kubische Zwangliufe. Sb. d. Osterr. Akad. d. Wiss. 193 (1984), 45-68.

13



