ZUR KONSTRUKTION RATIONALER KURVEN UND FLACHEN AUF QUADRIKEN

Herrn Professor Dr. Oswald Giering zum 60. Geburtstag gewidmet

Bert Juttler

The paper presents a powerful construction of rational curves and surfaces on quadric surfaces.
These curves and surfaces are considered as solutions of certain diophantic equations in polynomial
rings. A representation formula from number theory gives rise to a generalization of stereographic
projection. The paper discusses the properties of this map. Some connections to advanced geometry
and to the foundations of geometry are outlined.

Im Computer Aided Geometric Design werden Kurven und Flichen meist mit Hilfe von polyno-
mialen oder rationalen Parameterdarstellungen beschrieben. Die Arbeit stellt ein Verfahren zur
Konstruktion rationaler Kurven und Flichen auf Quadriken vor. Solche Kurven und Flichen lassen
sich als Losungen gewisser diophantischer Gleichungen in Polynomringen auffassen, fiir diese Lésun-
gen sind Darstellungsformeln aus der Zahlentheorie bekannt.

Die Darstellungsformeln geben zu einer Verallgemeinerung der stereographischen Projektion An-
la. Im Mittelpunkt der Arbeit steht die Untersuchung der Eigenschaften dieser verallgemeinerten
stereographischen Projektion. Dabei ergeben sich interessante Querverbindungen zur Liniengeome-
trie (insbesondere zur Theorie der linearen Kongruenzen) und zu den Grundlagen der Geometrie
(Satz von Miquel).

Der erste Abschnitt gibt eine kurze Einfithrung und stellt die Darstellungsformeln aus der Zah-
lentheorie bereit. Daran anschlieflend wird im zweiten bzw. dritten Abschnitt die verallgemeinerte
stereographische Projektion auf die Kugel bzw. auf das hyperbolische Paraboloid untersucht.



1 RATIONALE KURVEN UND FLACHEN AUF QUADRIKEN

Den folgenden Uberlegungen liegt der reelle euklidische Raum E® zugrunde, der durch Hinzunah-
me der Fernpunkte projektiv abgeschlossen wird. Gelegentlich wird auch die komplexe Erweiterung
dieses Raumes herangezogen. Die Punkte des E® werden durch homogene Koordinatenvektoren
p = (popipaps)’ € IR* beschrieben. Die zugehérigen kartesischen Koordinaten von eigentli-
chen, d.h. im Endlichen liegenden Punkten erhélt man nach Division durch die 0—ten Komponen-
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beschreiben ein Segment einer rationalen Bézierkurve vom Grad n bzw. ein Stiick einer rationalen
(Tensorprodukt-) Bézierfliche vom Grad (m,n). Die Koordinatenfunktionen dieser Parameter-
darstellungen sind (in homogenen Koordinaten !) Polynome, die beziiglich der Basis der Bern-
steinpolynome

B(t) = (”) (1o (4)

dargestellt werden. Der Vorteil dieser Darstellung besteht darin, daB die vektorwertigen Koeffi-
zienten b; € R* baw. cij € IR*, die sogenannten Steuer- oder Kontrollpunkte, geometrische Bedeu-
tung besitzen (siehe z.B. [11]).
In dieser Arbeit wird ein Verfahren zur Konstruktion von rationalen Bézierkurven und -flichen auf
Quadriken vorgestellt. Stellvertretend fiir alle weiteren nichtentarteten Quadriken wird im ersten
Teil die Einheitskugel K

ki =k + Kk + k] (5)

und im zweiten Teil das (normierte) hyperbolische Paraboloid H
ho hs = h1 ho (6)

diskutiert. Alle weiteren nichtentarteten Quadriken ergeben sich als Bild der Einheitskugel oder
des hyperbolischen Paraboloids unter einer geeigneten projektiven Abbildung.

Die Konstruktion rationaler Kurven und Flichen auf Quadriken wurde im Computer Aided Geo-
metric Design bereits von verschiedensten Gesichtspunkten aus untersucht ([3] [8] [9] [16] u.a.).
Dem hier vorgestellten Verfahren liegt ein algebraischer Ansatz aus [12] und [13] zugrunde: Die
rationalen Kurven bzw. Flichen werden als Losungen der diophantischen Gleichungen (5) und (6)
in den Polynomringen IR[t] bzw. IR[u, v] aufgefaft. (Dabei bedeutet R[.] die Adjunktion eines Ele-
mentes zu einem Ring R.) Fiir teilerfremde Losungen der Gleichungen (5) und (6) sind aus der



Zahlentheorie die beiden Darstellungsformeln
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bekannt: Jede Losung der Gleichung (5) bzw. (6) im Polynomring IR[t] oder IR[u,v], bei der die
Komponenten k; bzw. h; teilerfremd sind, 18t sich mit geeigneten Ansatzfunktionen p; bzw. g; aus
den Polynomringen R[t] oder IR[u, V] in der Form (7) bzw. (8) darstellen. Die Darstellung (7) fiir
»pythagoriische Quadrupel“ im Ring der ganzen Zahlen wurde bereits 1868 von V.A. Lebesgue
gefunden [4][14]. Im Jahre 1992 gelang R. Dietz die Verallgemeinerung auf Polynomringe und die
Herleitung der analogen Formel (8) fiir das hyperbolische Paraboloid [5].

Im Mittelpunkt der beiden folgenden Kapitel wird die Untersuchung der geometrischen HKigen-
schaften der Darstellungsformeln (7) und (8) stehen. Dazu werden sie als Abbildungen E? — K
und E3 — H aufgefafit. Diese Abbildungen erweisen sich als natiirliche Verallgemeinerungen der

stereographischen Projektion auf Quadriken.

2 DIE VERALLGEMEINERTE STEREOGRAPHISCHE PROJEKTION
AUF DIE EINHEITSKUGEL

Zur Untersuchung der geometrischen Eigenschaften der Darstellungsformel (7) fiir rationale Kurven
und Flichen auf der Einheitskugel K wird diese als Abbildung aufgefafit:

DEFINITION. Die Abbildung 6 : E®> — K : p Ly 5 mit

pi +pi + 03 +p3
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heifit verallgemeinerte stereographische Projektion auf die Einheitskugel.

Die Berechtigung dieser Bezeichnung wird sich noch herausstellen (siehe Satz 2).

Im weiteren werden 0.B.d.A. nur solche rationalen Kurven und Flichen auf der Kugel K betrachtet,
bei denen die 0-te Komponente kg stets positiv ist und die Komponenten keine gemeinsamen Linear-
faktoren besitzen, deren Darstellung also irreduzibel ist. (Durch Multiplikation mit (-1) bzw. durch
Kiirzen der gemeinsamen Linearfaktoren 148t sich das stets erreichen.)

Jede teilerfremde Losung der diophantischen Gleichung (5) besitzt eine Darstellung der Form (7).
Damit folgt aus der Definition (9) sofort der

SATZ 1. Jede irreduzible rationale Bézierkurve vom Grad 2n auf der Kugel K ist das Bild einer
rationalen Bézierkurve vom Grad n im E3 unter §. Jede irreduzible rationale Bézierfliche vom Grad
(2m,2n) ist das Bild einer rationalen Bézierfliche vom Grad (m,n) unter 6.



Die Standardmethode zur Konstruktion rationaler Parameterdarstellungen von Quadriken ist die
stereographische Projektion (siehe z.B. [10, S. 372 ff.]). Sie ist als Spezialfall in (9) enthalten:

SATZ 2. Die Einschrinkung der verallgemeinerten stereographischen Projektion & auf die ,Aqua-
torebene“ P der Einheitskugel (p3 = 0) ist die stereographische Projektion o : P — K mit dem
Zentrum z = (1001)".

BEWEIS. Die stereographische Projektion o ordnet jedem Punkt p = (pop1p20) ' der Aquator-
ebene P den von z verschiedenen Schnittpunkt o(p) der Kugel K mit der Geraden durch z und p
zu. Dieser Punkt besitzt die Koordinaten

pé+pt+p2
2po p1

o =| > (10)
Po p2
pf +pF —pf
Nach Vergleich von (9) und (10) folgt unmittelbar die Behauptung. [ |

Abbildung 1: Die verallgemeinerte stereographische Projektion § auf die Kugel.

Die Eigenschaften der stereographischen Projektion auf die Kugel, wie etwa Kreis- und Winkeltreue,
sind natirlich bereits bestens bekannt. Das legt es nahe, die verallgemeinerte stereographische
Projektion § : E® — K als Zusammensetzung einer weiteren Abbildung ¢ : E* — P mit der
stereographischen Projektion o : P — K zu betrachten:

SATZ 3. Die verallgemeinerte stereographische Projektion § ist die Zusammensetzung der Abbil-
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mit der stereographischen Projektion o, d.h. es gilt 6 = o o ¥ (siehe Abbildung 1).

Der Beweis folgt unmittelbar aus 9 = o~ ! o § mit Hilfe der Umkehrung der stereographischen
Projektion 0'71 : K-> P: (k() k1 ko k3 )T — ( (k:() — k‘g) ki k2O )T.

Durch die Zerlegung § = o o1 ist es nun moglich, die geometrischen Eigenschaften der verallgemei-
nerten stereographischen Projektion § auf die der Abbildung ¥ zuriickzufiithren. Zunichst wird das
Urbild eines Punktes p € P unter der Abbildung ¥ untersucht:

LEMMA 4. Das Urbild des Punktes p = (pop1p20)" € P unter der Abbildung 9 ist die Gerade

Po 0

AP | P2 (\p€R). (12)
D2 —P1
0 Po

Damit ist diese Gerade das Urbild des Punktes k € K mit p = o (k) unter der verallgemeinerten
stereographischen Projektion ¢.

Durch jeden Punkt des Raumes E® verliuft genau eine Gerade (12). Diese Geraden werden im
folgenden als projizierende Geraden der Abbildung ¥ bezeichnet. Sie bilden eine zweiparametrige
Geradenschar. Die Geraden dieser Schar (12) liegen rotationssymmetrisch zur z-Achse (100X)"
(A € IR) des Koordinatensystems und sie schneiden die Aquatorebene P in ihrem Bild unter 9. Die
Untersuchung der Geradenschar (12) mit Mitteln der klassischen Liniengeometrie (siehe beispiels-
weise [10, S. 231 ff.]) liefert den

SATZ 5. Die projizierenden Geraden (12) bilden eine elliptische lineare Kongruenz (bzw. ein ellip-
tisches Netz) von Geraden.

BEWEIS. Alle Geraden der Schar (12) verlaufen durch die beiden konjugiert-hochimaginiren
Brenngeraden

1 1 0

&1 0 +C1 1. und & 0 + (2 1 (é1,62,(1,62 € 0). (13)
0 —1 0 )
7 0 —1 0

(Fir A = 1 und p = +i ergibt (12) jeweils einen Punkt der zwei Brenngeraden.) Damit bildet die
Geradenschar (12) eine elliptische lineare Kongruenz. [ |

Eine sehenswerte Abbildung einer elliptischen linearen Kongruenz findet man in [18, S. 175].



Die Abbildung ¥ bildet jeden Punkt des E3 auf den Schnittpunkt der durch ihn verlaufenden
Geraden der linearen Kongruenz (12) mit der Mittelebene P dieser Kongruenz ab. Eine solche
Abbildung wird als Netzprojektion (vgl. [7]) bezeichnet:

FOLGERUNG 6. Die Abbildung 9 ist eine Netzprojektion beziiglich des elliptischen Links-Dreh-
netzes (12).

Lineare Kongruenzen und dadurch vermittelte Netzprojektionen wurden zunéchst im Zusammen-
hang mit kinematischen Fragestellungen untersucht [2] [15]: Ordnet man bei einer Schraubung um
die z-Achse jedem Punkt der Ebene p3 = 0 die Tangente seiner Bahnkurve bei der Schraubung
zu, so bildet die aus diesen Tangenten bestehende Geradenschar ein elliptisches Drehnetz. Je nach
Orientierung der Schraubung unterscheidet man zwischen Links- und Rechts-Drehnetzen. Die durch
das Netz vermittelte Netzprojektion 14t sich zur Entwicklung einer konstruktiven Geometrie fiir
Schraubenlinien verwenden.

Eine weitere interessante Deutung der Netzprojektion ergibt sich aus der elliptischen Geometrie:
Der dreidimensionale projektive Raum wird durch Auszeichnung der nullteiligen Absolutquadrik

@zl +zi+zi=0 (14)

zu einem elliptischen Cayley-Klein-Raum. Die beiden Brenngeraden (13) der linearen Kongru-
enz (12) gehoren zu den Erzeugenden der Absolutquadrik (14). Damit sind die projizierenden
Geraden (12) der Netzprojektion ) die Clifford-Links-Parallelen (siehe [10, S. 253 ff.]) der z-Achse
(100X)" (X € IR) des Koordinatensystems. In diesem Sinne ist die Netzprojektion ¥ eine Paral-
lelprojektion beziiglich des Clifford-Parallelismus im elliptischen Raum [17].

Die folgende Ubersicht fafit einige Eigenschaften der Netzprojektion ¢ und die sich daraus ergeben-
den Eigenschaften der verallgemeinerten stereographischen Projektion d zusammen (vgl. [7]):

- Das Urbild eines Kreises in der Ebene P unter der Netzprojektion 9 (und damit auch eines nicht
durch z verlaufenden Kreises auf der Kugel K unter der verallgemeinerten stereographischen Pro-
jektion d) ist ein einschaliges Hyperboloid im E3.

Das Urbild einer Geraden in der Ebene P unter der Netzprojektion ¢ (und damit eines durch z
verlaufenden Kreises auf der Kugel K unter der verallgemeinerten stereographischen Projektion ¢)
ist ein hyperbolisches Paraboloid im E3.

- Das Bild einer nichtprojizierenden Geraden im E® unter der Netzprojektion ¥ ist ein Kreis oder
eine Gerade in der Ebene P. Thr Bild unter der verallgemeinerten stereographischen Projektion d
ist damit ein Kreis auf der Kugel K.

Durch die Netzprojektion ¥ werden also die nichtprojizierenden Geraden des E® auf die Kegel-
schnitte in der Ebene P, die durch die beiden absoluten Kreispunkte dieser Ebene verlaufen, ab-
gebildet. Die zwei absoluten Kreispunkte sind gleichzeitig die Schnittpunkte der Ebene P mit den
beiden Brenngeraden (13) der von den projizierenden Geraden gebildeten linearen Kongruenz.

- Jede Ebene des E3 enthilt genau eine projizierende Gerade (12). Die Menge der Geraden einer
Ebene des E3 wird durch die Netzprojektion ¢ bzw. durch die verallgemeinerte stereographische
Projektion § auf das Biindel der Kreise durch einen festen Punkt in der Ebene P bzw. auf der



Kugel K abgebildet. Der Trigerpunkt des Biindels ist dabei das Bild der in der Ebene enthaltenen
projizierenden Geraden.

Mit Hilfe dieser Eigenschaften lassen sich nun Kurven und Flichen auf der Kugel K, die bestimm-
ten geometrischen Vorgaben geniigen, konstruieren. Um beispielsweise eine Folge von Punkten
auf der Kugel K mit einer rationalen Bézierkurve zu interpolieren, betrachtet man die Urbilder
dieser Punkte unter der verallgemeinerten stereographischen Projektion §. Diese Urbilder sind
die den Punkten entsprechenden projizierenden Geraden (12). Anschlieend wird eine rationale
Bézierkurve im E? konstruiert, die alle diese projizierenden Geraden trifft. Die gesuchte interpolie-
rende Bézierkurve auf der Kugel ergibt sich dann als Bild der Kurve im E3 (siehe [5]).

Es stellt sich heraus, dal das Interpolationsproblem auf der Kugel letztlich auf die Lésung eines
homogenen linearen Gleichungssystems zuriickgefithrt werden kann: Interpolation mit rationalen
Kurven auf der Kugel ist ein lineares Problem.

Natiirlich 148t sich auch mit Hilfe der stereographischen Projektion o ein Verfahren zur Interpolation
mit rationalen Kurven auf der Kugel entwickeln. Der Vorteil der verallgemeinerten stereographi-
schen Projektion § liegt jedoch darin, daf zur Interpolation derselben Anzahl gegebener Punkte auf
der Kugel ein geringerer Polynomgrad erforderlich ist, als dies bei der stereographischen Projektion
der Fall wire.

Die einfachsten rationalen Bézierflichen auf der Kugel besitzen den Polynomgrad (2,2). Im Com-
puter Aided Geometric Design wurde von verschiedenen Autoren versucht, ein einfaches Kriterium
dafiir zu finden, daf} ein solches biquadratisches Bézierflichenstiick einen Teil einer Quadrik be-
schreibt ([3] [8] [9] u.a.). In [5] gab R. Dietz dafiir eine einfache Bedingung an:

Sei y(u,v) ein biquadratisches Bézierflichenstiick auf der Kugel. Es wird von den vier Kreisen
y(0,v), y(u,0), y(1,v) und y(u,1) begrenzt. Die jeweils benachbarten Kreise schneiden sich in
dem entsprechenden Eckpunkt p, des biquadratischen Bézierflichenstiicks und in einem weiteren
Schnittpunkt q; (i = 1,...,4) (siche Abbildung 2a). Dann gilt:

a) Schema der Randkurven b) Projektion des Flichenstiickes

Abbildung 2: Ein biquadratisches Bézierflichenstiick auf der Kugel.



SATZ 7. Falls das biquadratische Bézierflachenstiick y(u,v) einen Teil der Kugel beschreibt, dann

liegen die vier Punkte pq, 4o, P3 und q, auf einem Kreis.

Der Beweis ergibt sich sofort aus den Eigenschaften der verallgemeinerten stereographischen
Projektion, wenn man beachtet, daf} sich nach Satz 1 jedes biquadratische Bézierflichenstiick auf der
Kugel als Bild eines bilinearen Bézierflichenstiicks im E? unter der verallgemeinerten stereographi-
schen Projektion § erzeugen 148t. Es gilt sogar die Umkehrung von Satz 7: Falls vier Kreise auf der
Kugel die Bedingung des Satzes erfiillen, dann existiert auch ein biquadratisches Bézierflichenstiick
auf der Kugel, dessen Ecken die Punkte p; und dessen Randkurven Segmente der gegebenen Kreise
sind. Abbildung 2b zeigt ein solches Bézierflichenstiick auf der Kugel. (Diese Abbildung wurde
freundlicherweise von Herrn R. Dietz zur Verfiigung gestellt.)

Aus Symmetriegriinden ist offensichtlich, da§ unter den Voraussetzungen von Satz 7 auch die vier
Punkte q;, py, q3 und p, auf einem Kreis liegen miissen. (Mit y(u,v) liegt auch das biquadrati-
sche Bézierflichenstiick y*(u,v) := y(1 — u,v) auf der Kugel und muf} die Bedingung des Satzes

erfiillen.) Diese Aussage ist bereits als

SATZ VON MIQUEL bekannt: Lassen sich acht Punkte so den Eckpunkten eines Wiirfels zuord-
nen, daf§ es fiinfmal vorkommt, daff den Eckpunkten einer Seitenebene des Wiirfels vier konzyklische

Punkte entsprechen, so ist dies auch bei den Eckpunkten der sechsten Seitenebene der Fall.

Der Satz von Miquel gilt bereits in viel allgemeineren Geometrien (siehe [1]). Es ist iiberraschend,
daB bei der Untersuchung rationaler Flichen auf Quadriken die Konfiguration dieses Satzes auftritt.

3 DIE VERALLGEMEINERTE STEREOGRAPHISCHE PROJEKTION
AUF DAS HYPERBOLISCHE PARABOLOID

Die Untersuchung rationaler Kurven und Flichen auf dem hyperbolischen Paraboloid H verliuft
vo6llig analog zum vorhergehenden Kapitel. Wieder wird zunéchst die Darstellungsformel (8) fiir
rationale Kurven und Flichen auf dem hyperbolischen Paraboloid H als Abbildung aufgefafit:

DEFINITION. Die Abbildung v : E* — H : q+ 9(q) mit

q0 43
q1 9
Plg)=| T (15)
40 92
q1 92

heif§t verallgemeinerte stereographische Projektion auf das hyperbolische Paraboloid.

Jede Losung der diophantischen Gleichung (6) besitzt eine Darstellung der Form (8). Damit gilt
eine zu Satz 1 analoge Aussage.

Die stereographische Projektion auf das hyperbolische Paraboloid ist wieder als Spezialfall in (15)
enthalten:

SATZ 8. Die Einschrinkung der verallgemeinerten stereographischen Projektion v auf die Ebene
R mit g3 = qq ist die stereographische Projektion 7: R — H mit dem Zentrum ¢ = (0001)".



BEWEIS. Die stereographische Projektion 7 ordnet jedem Punkt q = (qoq1g2qo)' der Ebene
R den von ¢ verschiedenen Schnittpunkt 7(q) des hyperbolischen Paraboloids H mit der Geraden
durch ¢ und q zu. Dieser Punkt besitzt die Koordinaten

a3
r@=| % (16)
q0 92
q1 92
Durch Vergleich von (15) und (16) folgt sofort die Behauptung. [ |

Die stereographische Projektion auf das hyperbolische Paraboloid H bildet die Hyperbeln der Ebene
R, die durch die beiden Fernpunkte (0100)" und (0010)" verlaufen (deren Asymptoten also
parallel zur z- bzw. y-Achse sind), sowie die Geraden der Ebene R auf die Kegelschnitte auf dem
hyperbolischen Paraboloid H ab. Die beiden Fernpunkte (0100)" und (0010) " spielen jetzt die
Rolle, die die absoluten Kreispunkte der Ebene P im vorangegangenen Kapitel besafien.

Abbildung 3: Die verallgemeinerte stereographische Projektion 1
auf das hyperbolische Paraboloid.

Erneut wird die verallgemeinerte stereographische Projektion 1 : E* — H als Zusammensetzung
einer weiteren Abbildung o : E3 — R mit der stereographischen Projektion 7 : R — H aufgefafit:

SATZ 9. Die verallgemeinerte stereographische Projektion v ist die Zusammensetzung der Abbil-



dung o: E3 - R: q~ a(q)
q0 g3

alq=| B (17)
q0 G2

9093
mit der stereographischen Projektion T, d.h. es gilt 1 = 7 o a (siehe Abbildung 3).

Durch die Zerlegung 1 = 7o« der verallgemeinerten stereographischen Projektion ist es nun wieder
moglich, die geometrischen Eigenschaften von 1 auf die der Abbildung « zuriickzufiithren. Zunéchst
wird das Urbild eines Punktes q € R unter der Abbildung « untersucht:

LEMMA 10. Das Urbild des Punktes q = (qoq1g2q0) ' € R unter der Abbildung o ist die Gerade

q0 q0

A Tl +xl ] (pem). (18)
q2 0
90 0

Damit ist diese Gerade das Urbild des Punktes h € H mit q = 7~ '(h) unter der verallgemeinerten

stereographischen Projektion 1.

Diese Geraden (18) werden im folgenden als projizierende Geraden der Abbildung a bezeichnet.
Sie bilden eine zweiparametrige Geradenschar. Die Geraden dieser Schar (18) treffen die beiden
Brenngeraden (1A00)" und (001x)" (A\,# € R) (d.h. sie gehen durch die z-Achse und sind
parallel zur yz-Ebene). Damit gilt:

SATZ 11. Die projizierenden Geraden (18) bilden eine hyperbolische lineare Kongruenz (bzw. ein
hyperbolisches Netz) von Geraden. Die Abbildung o ist eine Netzprojektion beziiglich dieses hyper-

bolischen Geradennetzes.

Die folgende Ubersicht fafit einige Eigenschaften der Netzprojektion a und die sich daraus erge-
benden Eigenschaften der verallgemeinerten stereographischen Projektion 1) zusammen:

- Das Urbild einer Hyperbel mit achsenparallelen Asymptoten in der Ebene R unter der Netz-
projektion « (und damit auch einer Hyperbel auf dem hyperbolischen Paraboloid H unter der
verallgemeinerten stereographischen Projektion 1)) ist ein einschaliges Hyperboloid im E3.

Das Urbild einer Geraden in der Ebene R unter der Netzprojektion « (und damit einer Parabel
oder Geraden auf dem hyperbolischen Paraboloid H unter der verallgemeinerten stereographischen
Projektion 1)) ist ein (allgemeines) hyperbolisches Paraboloid im E3.

- Das Bild einer nichtprojizierenden Geraden im E3 unter der Netzprojektion « ist eine Hyperbel mit
achsenparallelen Asymptoten oder eine Gerade in der Ebene R. Thr Bild unter der verallgemeinerten
stereographischen Projektion § ist damit ein Kegelschnitt auf dem hyperbolischen Paraboloid H.

Durch die Netzprojektion o werden also die nichtprojizierenden Geraden des E® auf die Kegel-
schnitte in der Ebene R, die durch die beiden Punkte (0100)T € Rund (0010)" € R verlaufen,



abgebildet. Diese zwei Punkte sind gleichzeitig die Schnittpunkte der Ebene R mit den beiden
Brenngeraden der von den projizierenden Geraden (18) gebildeten linearen Kongruenz.

Mit Hilfe dieser Eigenschaften lassen sich nun ebenfalls Kurven und Flichen auf dem hyperboli-
schen Paraboloid H, die bestimmten geometrischen Vorgaben geniigen, konstruieren. So 148t sich
beispielsweise die Interpolation mit rationalen Kurven auf dem hyperbolischen Paraboloid wie auch
die Erzeugung biquadratischer Flichenstiicke weitgehend analog zum vorangegangenen Kapitel be-
handeln. Ausfiihrliche Konstruktionen von Kurven und Flichen auf der Kugel und dem hyperbo-
lischen Paraboloid werden in [6] entwickelt.

SCHLUSSBEMERKUNG

Mit Hilfe geeigneter projektiver Abbildungen lassen sich die Ergebnisse der beiden vorangegange-
nen Abschnitte auf beliebige nichtentartete Quadriken iibertragen. Fiir entartete Quadriken, also
Zylinder und Kegel, 148t sich ebenfalls eine Verallgemeinerung der stereographischen Projektion
finden. Diese ist dann die Zusammensetzung einer Netzprojektion beziiglich einer parabolischen
linearen Kongruenz mit der stereographischen Projektion.

Die verallgemeinerte stereographische Projektion hat sich als ein sehr effektives Werkzeug zur Kon-
struktion rationaler Kurven und Flichen auf Quadriken erwiesen. Das Anliegen der Arbeit war
es, zu zeigen, wieviel Geometrie hinter den zunichst rein algebraisch begriindeten Darstellungs-
formeln (7) und (8) steckt. Die Anwendung geometrischer Methoden zur Untersuchung der beiden
Darstellungsformeln gestattet die Formulierung sehr anschaulicher und bequem handhabbarer Kon-
struktionen fiir rationale Kurven und Flichen auf Quadriken.
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